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Â.Ô. Êðîòîâ
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ñîþçíàÿ, 65
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Ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè (ÊÑ)  îäíà èç íàè-
áîëåå àêòóàëüíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííàÿ ñ íîâåéøèìè
èçè÷åñêèìè íàíîòåõíîëîãèÿìè. Êîíå÷íàÿ öåëü çäåñü  ñîçäàíèå ðå-
ãóëÿðíûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ïåðåìåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ëàçåðíîãî
èçëó÷åíèÿ), óïðàâëÿþùåãî ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè àòîìîâ è
ìîëåêóë. Óñïåøíîå âíåäðåíèå íà óðîâåíü êâàíòîâûõ ñèñòåì ñîâðåìåí-
íûõ òåõíèê óïðàâëåíèÿ, èíñòðóìåíòàðèÿ ëàçåðíîé èçèêè è êâàíòîâîé
ýëåêòðîíèêè, ðåàëèçóþùåãî õèðóðãèþ àòîìîâ è ìîëåêóë, îòêðûëî óíè-
êàëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ, ìèíèàòþðèçàöèè
êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè, è äðóãèõ òåõíîëîãèé. Ýòà ïðîáëåìà îêàçàëàñü
òàêæå áëàãîäàðíûì îáúåêòîì äëÿ ìàòåìàòèêîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â
îáëàñòè òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Òåîðèÿ ìåòîäîâ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ êâàí-
òîâûìè ñèñòåìàìè îñíîâàíà íà íåêîòîðûõ èäåÿõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, àäåêâàòíûõ ñâîéñòâàì ýòèõ ñèñòåì. Çäåñü ýòè èäåè àíàëè-
çèðóþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îñîáåííîñòÿì ÊÑ. Ïîìèìî
ñëîæíîñòè àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, âûðàæàþùåãîñÿ â âûñîêîé ðàçìåð-
íîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ñõåì, ýòî õàðàêòåðíàÿ íåëèíåéíîñòü çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ òàêèõ ñèñòåì è ñëåäóþùèå èç íåå ñèíãó-
ëÿðíîñòè ðåøåíèé, ñîçäàþùèå èçâåñòíûå ïðîáåëû â âîçìîæíîñòÿõ îïòè-
ìèçàöèè. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ýòè ïðîáåëû óñòðàíÿþòñÿ,
ðàñøèðÿåòñÿ ñåðà ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, ïîâû-
øàåòñÿ èõ ýåêòèâíîñòü è áûñòðîäåéñòâèå.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå (ÊÌ) ñèíòåçèðîâàíû äåòåðìèíèðîâàííàÿ äèíà-
ìèêà âîëíîâîé óíêöèè (ÂÔ) è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñâÿçü ïîñëåäíåé ñ íàáëþ-
äàåìûìè âåëè÷èíàìè: äèíàìè÷åñêàÿ è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ÷àñòè ÊÑ. Ñèíòåç
óïðàâëåíèÿ öåëèêîì ñâÿçàí ñ ïåðâîé, âòîðàÿ æå îáóñëîâëèâàåò âûáîð
êðèòåðèåâ. Ïóñòü x  âåêòîð êîîðäèíàò ñèñòåìû, ïðîáåãàþùèé îáëàñòü
Ω; Ψ = Ψ(x)  åå ÂÔ (êîìïëåêñíàÿ), Ψ(x) = 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω; ÂÔ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò êîìïëåêñíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H
ñ íîðìîé L2(Ω) è ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîèçâåäåíèåì
(Ψ1,Ψ2) =
∫
Ψ∗1(t, x)Ψ2(t, x)dΩ, (1)
ãäå
∗
 çíà÷îê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, dΩ  ýëåìåíòàðíûé îáúåì êî-
îðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ
ÊÑ ñîäåðæèòñÿ â ÂÔ Ψ(x), íî çäåñü â ýòîì êà÷åñòâå óäîáíåå èñïîëüçî-
âàòü ïàðó Ψ(x), Ψ∗(x). Äèíàìèêà ÊÑ îïèñûâàåòñÿ äèåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè Øð¼äèíãåðà.
dΨ(t)/dt = −i/h¯H∧(u)Ψ(t), dΨ∗(t)/dt = i/h¯H∧Ψ∗(t),
Ψ(0, x) = ξ(x),
(2)
ãäå t ∈ [0, T ]  âðåìÿ; h¯  ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; ξ(x)  çàäàííàÿ óíê-
öèÿ; u(t)  ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò âðåìåíè, ñâîáîäíî
âûáèðàåìîå â ïðåäåëàõ a ≤ u(t) ≤ b; H∧(u) = H∧0 + H∧1u  ãàìèëü-
òîíîâ îïåðàòîð ñèñòåìû; íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m, óïðàâëÿå-
ìîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ðàäèàöèåé ñ ïåðåìåííîé àìïëèòóäîé: H∧(u) =
= K∧ + V ∧ − M∧u, K∧ = (h¯/2m)△  îïåðàòîð (äèåðåíöèàëüíûé)
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, V ∧ = V (x)  ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, M∧  îïå-
ðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Âñå îïåðàòîðû â ÊÌ  ýðìèòîâû, à óíê-
öèîíàëû  êâàäðàòè÷íûå îðìû (ÊÔ). Ïðè ëþáîì âûáîðå óïðàâëåíèÿ
u(t) ñèñòåìà (2) èìååò äèíàìè÷åñêèé èíâàðèàíò
‖Ψ(t)‖2 = (Ψ(t),Ψ(t)) = const = 1. (3)
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äèêòóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ñìûñëîì ÂÔ. Ò. å. îá-
ëàñòü äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ÊÑ åñòü åäèíè÷íàÿ ñåðà â H .
Íåîáõîäèìî âûáðàòü óíêöèþ u(t) òàê, ÷òîáû îíà ìèíèìèçèðîâàëà
çàäàííûé óíêöèîíàë:
I[u(t)] = −(Ψ(T ), LΨ(T ))→ min, (4)
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àäåêâàòíûé öåëÿì óïðàâëåíèÿ. Çäåñü L  ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð;
çíàê ìèíóñ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìèçèðóåòñÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ îðìà. Ýòî  çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ â óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé H .
Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ è êðèòåðèè áîëåå îáùåãî âèäà:
J [u(t)] = I +
T∫
0
{(Ψ∗(t)N [u(t)]Ψ(t)) dt+ f [u(t)]} dΩ→ min, (5)
ãäå N  ýðìèòîâ îïåðàòîð, çàâèñÿùèé îò u, f [u]  çàäàííàÿ óíêöèÿ,
óíêöèîíàë I îïðåäåëåí (4). Îñîáåííî ÷àñòî:
J = I + Iβ[u(t)]; Iβ[u(t)] =
T∫
0
βu2(t)dt, β > 0 (6)
(ñì. îá ýòîì íèæå).
2. Îñîáåííîñòè çàäà÷è
àññìîòðèì îðäèíàðíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
I(v) =
T∫
0
f 0 (t, x(t), u(t)) dt+ F (x(T )) → min
v∈D
(7)
dx/dt = f(t, x, u); x(0) = ξ; x ∈ En; u ∈ U, (8)
ãäå En  ýâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñ ïðîèçâåäåíèåì xy =
=
∑n
1
xiyi; âåêòîð ξ, âåêòîð-óíêöèÿ f(t, x, u), óíêöèè F (x), f 0(t, x, u)
è êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî U çàäàíû, D  ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåñ-
ñîâ v = (x(t), u(t)), óäîâëåòâîðÿþùèõ (8). Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì
â ï. 1 îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì: u  ñêàëÿð, u ∈ [a, b], f 0(t, x, u) = βu2,
β ≥ 0. Ïðè÷åì ñëó÷àè β = 0 è β > 0, êàê ìû óâèäèì, àëãîðèòìè÷åñêè
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ãèëüáåðòîâ âåêòîð Ψ àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ âåêòîðîì Ψ′ ∈ En, è çàäà÷à (2), (4)  çàäà÷åé (7), (8). Àäåêâàòíàÿ
ðàçìåðíîñòü âåêòîðà Ψ′ î÷åíü âåëèêà: n ≈ 104 − 106 äëÿ ìîëåêóëû ñ 6 
7 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ýòî  ïåðâàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷è, èëüòðóþùàÿ
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âûáîð àëãîðèòìîâ. Âòîðàÿ,  êîìïëåêñíîñòü ÂÔ,  íå ñòîëü ñóùåñòâåí-
íà äëÿ àëãîðèòìèçàöèè; òðåòüÿ  îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà ñîñòîÿíèå,
âêëþ÷àÿ òåðìèíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ; ÷åòâåðòàÿ: (2) ñóòü ëèíåéíûå îäíî-
ðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ óïðàâëÿåìûìè êîýèöèåíòàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà,
â ïðåäñòàâëåíèè (8):
a) f(t, x, u) = C(t, u)x, b) C = A(t) +B(t)u, (9)
ãäå A, B  ìàòðè÷íûå îïåðàòîðû, En → En, çàâèñÿùèå îò t.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèèêàöèé çàäà÷è (2), (4), (6) âûâåäåíû íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òèïà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [1℄ (òåêñò è ññûëêè). Íî íåïîñðåäñòâåí-
íîå èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïðèìå-
íèòåëüíî ê èãðóøå÷íûì ìîäåëÿì ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Ýåêòèâíûé
èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (7), (8) ñ áîëüøèì n, è ñîîòâåòñòâåííî,
äëÿ (2), (4): ìåòîäû èòåðàòèâíîãî óëó÷øåíèÿ ïðîãðàììû óïðàâëåíèÿ. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ÊÑ èñïîëüçóþòñÿ äâà òàêèõ àëãîðèò-
ìà: ãðàäèåíòíûé (ðÌ) è ãëîáàëüíûé (ëÌ). Ïåðå÷èñëåííûå îñîáåííî-
ñòè çàäà÷è ñîçäàþò óäîáíûå ïðåäïîñûëêè äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ.
3. Ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïðî-
ãðàììû óïðàâëåíèÿ
Âûäåëèì èç (7) ïîäçàäà÷ó óëó÷øåíèÿ. Èìååòñÿ äîïóñòèìûé, íî íå îï-
òèìàëüíûé ïðîöåññ v0 = (x0(t), u0(t)) ∈ D. Òðåáóåòñÿ óëó÷øèòü åãî,
îòûñêàâ ïðîöåññ v = (x(t), u(t)) ∈ D, òàêîé, ÷òî I(v) < I(v0).
Ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, ïîëó÷èì óëó÷øàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{vs} ⊂ D, I(vs+1) < I(vs). Ïðåäåë lim
s→∞
I(vs) = inf
v∈D
I(v) ìû çäåñü íå èññëå-
äóåì, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà îïåðàöèè óëó÷øåíèÿ è íåêîòîðûõ îöåíêàõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Óíèèöèðîâàííîå îïèñàíèå èíòåðåñóþùåé íàñ ãðóïïû ìåòîäîâ äà-
åò òåõíèêà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè [2℄. Çàïèøåì ñåìåéñòâî
ïðåäñòàâëåíèé óíêöèîíàëà I(v) ñ íåïðåðûâíîé, äâàæäû äèåðåíöè-
ðóåìîé ïî x óíêöèåé ϕ(t, x) â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà:
I(v, ϕ) = G (x(T ))−
T∫
0
R (t, x(t), u(t)) dt→ min
v∈D
(10)
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R(t, x, u) = H(t, ϕx, x, u) + ϕt; H(t, p, x, u) = pf(t, x, u)− f
0(t, x, u) (11)
G(x) = F (x) + ϕ(T, x)− ϕ(0, ξ). (12)
Çäåñü è äàëåå íèæíèé çíà÷îê îçíà÷àåò äèåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåìåííîé.
Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðåøåíèè çàäà÷è óëó÷øåíèÿ èãðàþò ñîïðÿæåí-
íûå óðàâíåíèÿ
Rx[t, x0(t), u0(t)] = dy(t)/dt+ yf (t, x0(t), u0(t)) = 0;
Gx (x0(T )) = y(T ) + Fx (x0(T )) = 0, (13)
êîòîðûå îïðåäåëÿþò âåêòîð-óíêöèþ y(t) = ϕx (t, x0(t)).
3.1. ðàäèåíòíûé ìåòîä. Ïóñòü ϕ(t, x) = y(t)x, y(t) óäîâëåòâîðÿ-
åò (13). Áóäåì èñêàòü ïðîöåññ v, äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê v0, ÷òîáû çíàê
ðàçíîñòè △I = I(v) − I(v0) áûë òîò æå, ÷òî è ó åå ãëàâíîé ëèíåéíîé
÷àñòè
δI(v) = −
T∫
τ
Ru (t, x0(t), u0(t)) δu0(t)dt, (14)
ãäå Ru (t, x0(t), u0(t)) = Hu (t, y(t), x0(t), u0(t)), δu0(t)  âàðèàöèÿ ïðî-
ãðàììû óïðàâëåíèÿ. Çàäàäèì δu0(t) òàê, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (14) ïîëîæè-
òåëüíà. Ïóñòü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0: u(t, ε) = u0 + εδu0 ∈ U ,
∀ t, è òðàåêòîðèÿ x(t, ε) îïðåäåëåíà óïðàâëåíèåì u(t, ε) â ñèëó (8). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå ÷òî I(v) < I(v0), v = v(ε).
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ óëó÷øåíèÿ ïðîãðàììû óïðàâëåíèÿ u0(t) ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùèì øàãàì: 0. èíèöèàëèçàöèÿ: äàíî u0(t), íàõîäèì x0(t),
ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (8) ñ u = u0(t); 1. íàõîäèì y(t) è Ru (t, x0(t), u0(t)),
ðåøàÿ ëèíåéíóþ çàäà÷ó Êîøè (13), ëèáî, íå çàïîìèíàÿ x0(t), t < T ,  çà-
äà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (8), (13) ïðè x(t) = x0(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè x(T ) = x0(T ) è (13); 2. óñòàíîâèì âàðèàöèþ ïðîãðàììû óïðàâëåíèÿ
δu0(t) òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (14) áûëà ïîëîæèòåëüíîé; 3. Äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ε > 0, íàéäåì ðåøåíèÿ x(t, ε) çàäà÷è Êîøè (8) ïðè u = u0+εδu0. Âå-
ëè÷èíó ε ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü I(v) < I(v0), v = v(ε).
Âûðàæåíèå (13) äàåò ãðàäèåíò óíêöèîíàëà I(u) â ïðîñòðàíñòâå óï-
ðàâëåíèé u(t). Ýòè ìåòîäû ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ Êåëëè è äð. [3℄, Ýíååâà
[4℄, Áðàéñîíà [5℄, è äðóãèõ.
3.2. ëîáàëüíûé ìåòîä óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì
u˜(t, x) = argmax
u∈U
R(t, x, u) = argmax
u∈U
H(t, φx, x, u). (15)
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Îïèøåì îïåðàöèþ óëó÷øåíèÿ. Èíèöèàëèçàöèÿ ïîäîáíà ï. 0. èç 3.1.
1. Êîíñòðóèðóåì óíêöèþ ϕ(t, x), òàêóþ ÷òî
R (t, x0(t), u0(t)) = min
x
R (t, x, u0(t)) , ∀ t 6= T (16)
G (x0(T )) = max
x
G(x). (17)
2. Èç (15) íàõîäèì u˜(t, x) è îïðåäåëÿåì ïðîöåññ v = (x(t), u(t)) =
= u˜ (t, x(t)) ∈ D ñîãëàñíî óðàâíåíèþ è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (8).
Òåîðåìà, [6℄. Èìååì : I(v) ≤ I(v0). Åñëè óñëîâèå R (t, x0(t), u0(t)) =
= max
x
R (t, x0(t) < u), ∀ t 6= T , íå âûïîëíÿåòñÿ, òî I(v) < I(v0).
Âîñïðîèçâîäÿ ýòó îïåðàöèþ, ïîëó÷èì óëó÷øàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {v} ⊂ D. Îñíîâíîå çâåíî ýòîãî ìåòîäà,  êîíêðåòíûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ óíêöèè ϕ(t, x) íà êàæäîé èòåðàöèè. Èõ âàðèàíòû ñ ïîäðîá-
íûì îïèñàíèåì ñì. â [7℄, [8℄, [2℄.
3.3. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ óïðàâëÿåìûìè êîýèöèåíòàìè.
Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (9) a). Çàäàäèì: ϕ(t, x) = y(t)x. Èìååì
R(t, x, u) =
[
dy(t)/dt+ CT (t, u)y
]
x− βu2;
G(x) = F (x) + y(T )x− y(0)x0.
(18)
Rx [(t, x0(t), u0(t))] = dy/dt+ C
T (t, u0(t)) y = 0;
y(T ) + Fx (x0(T )) = 0.
(19)
Çäåñü (·)T  çíà÷îê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ R(t, x, u) âûïóêëà ïî
x.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óñëîâèå (19) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ (16).
Åñëè óíêöèÿ F (x) âîãíóòà, òî âòîðîå óñëîâèå (19) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî äëÿ (17). Ò. å. óíêöèÿ ϕ(t, x) = y(t)x óäîâëåòâîðÿåò (16), (17)
è ãëîáàëüíûé óëó÷øàþùèé àëãîðèòì âîñïðîèçâîäèò àëãîðèòì ãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäà ñ çàìåíîé u = u0 + εδu0 â ï.ï. 2, 3 íà u = u˜(t, x) =
= argmax
u∈U
[
xCT (t, u)y − βu2
]
, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óïðîùàÿ ïîñëåäíèé,
ïîñêîëüêó èñêëþ÷àåòñÿ íàñòðîå÷íûé ïàðàìåòð ε, è áåñêîíå÷íî ìàëûå
òåîðåòè÷åñêè øàãè çàìåíÿþòñÿ êîíå÷íûìè.
3.4. Îñîáûå ðåæèìû. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (9) b) è β = 0. Èìååì:
dx/dt = (A+Bu)x; dy/dt = −(AT +BTu)y;
H(t, y, x, u) = yAx+K(t, y, x)u;
(20)
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K = yBx; u˜(t, x) = a, K < 0;
u˜(t, x) = b, K > 0; u˜(t, x) = var, K(t, x) = 0.
(21)
Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè ï. 3 îïåðàöèè óëó÷øåíèÿ ïðè t = t1 : K(t1) = 0.
Çíà÷åíèå u(t1) îêàçûâàåòñÿ íå èêñèðîâàíî. Äîîïðåäåëèì åãî çíà÷åíèåì
u(t) = using(t), ðåàëèçóþùèì ðàâåíñòâî K (t, x(t)) = 0, t ≥ t1. Äèåðåí-
öèðóÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì (20), (21):
using(t) = u0(t) +
[
(BA−AB)T y(t)
]
x(t)/y(t)B2x(t). (22)
Ýòî ðåøåíèå íàçîâåì îñîáûì, èëè ñèíãóëÿðíûì, ðåæèìîì óëó÷øåííîãî
óïðàâëåíèÿ. Îíî ïîÿâëÿåòñÿ â óëó÷øàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êà-
÷åñòâå ïîëóàáðèêàòà îñîáîãî ðåæèìà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, åñëè
ïîñëåäíèé ñîäåðæèòñÿ â îïòèìàëüíîì ïðîöåññå, è îãðàíè÷åíî óñëîâèåì
using ∈ [a, b]. Ýòîò ðåæèì ïîëó÷åí â ðàìêàõ ãëîáàëüíîãî ìåòîäà. ðàäè-
åíòíûé ìåòîä çäåñü íåïðèìåíèì: Ru (t, x0(t), u0(t)) = K (t, x0(t)) = 0, ñî-
îòâåòñòâåííî, óëó÷øàþùèé ñäâèã óïðàâëåíèÿ δu íå îïðåäåëåí, à óïðàâ-
ëåíèå using(t) íå ñëåäóåò èç ëîãèêè ìåòîäà è, âîîáùå, ïðîòèâîðå÷èò åãî
óñëîâèÿìè (ìàëîñòü δu).
Õàðàêòåðíà âîçìîæíàÿ íååäèíñòâåííîñòü óëó÷øåííîãî ïðîöåññà v =
= x(t), u(t). Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èìååòñÿ àëüòåðíàòèâà: ñîéòè
ñ îñîáîãî ðåæèìà èëè îñòàòüñÿ íà íåì. Èìåííî, åñëè â ìîìåíò t ≥ t1
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ
f(t, x, a)Kx(t, x) < 0; f(t, x, b)Kx(t, x) > 0, (23)
òî ñîîòâåòñòâåííî
u(t+ 0) = {using(t) èëè a}; u(t+ 0) = {using(t) èëè b}. (24)
Çàìå÷àíèå 1. Òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ (19) è K (T, y(T )x0(T )) = 0
ñîâìåñòíû òîëüêî ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ x0(T ). Ïîýòîìó, âîîáùå,
äëÿ âûïîëíåíèÿ 2-ãî è ïîñëåäóþùèõ óëó÷øåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó÷à-
ñòîê óëó÷øàåìîé òðàåêòîðèè, ïðèìûêàþùèé ê t = T , áûë íåîñîáûì:
K (T, y(T ), x(T )) 6= 0.
Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü óïðàâëåíèå èìååò íåñêîëüêî êîìïîíåíò:
u = (v, w), w ∈ [a, b] ⊂ R1; C(t, u) = A(t, v) +B(t, v)w. (25)
Èçëîæåííûé àëãîðèòì ïðèìåíèì ê óëó÷øåíèþ ïî w ïðè èêñèðîâàííîì
v(t), òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü: A = A(t), B = B(t). Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ýòè øàãè ÷åðåäóþòñÿ ñ óëó÷øåíèÿìè äðóãèõ êîìïîíåíò óïðàâëåíèÿ.
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4. Êâàíòîâûå ñèñòåìû
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è  â ï. 1. Îíà îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ï.ï. 2.3, 2.4
â ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. îëü ìàòðè÷íûõ
îïåðàòîðîâ A, B èãðàþò îïåðàòîðû H∧0, H∧1, äåéñòâóþùèå â H . Èõ
äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî  ñàìîñîïðÿæåííîñòü, è êàê ñëåäñòâèå,  (3).
4.1. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ. ðÌ ïðèìå-
íèì ê çàäà÷å (4), òîëüêî íà ðàííèõ èòåðàöèÿõ è åñëè ïîèñê íà÷èíàåòñÿ
äàëåêî îò ýêñòðåìóìà è íå ñêàçûâàþòñÿ ýåêòû îñîáîãî ðåæèìà, ëè-
áî  ïðè îòñóòñòâèè ïîñëåäíåãî â ñîñòàâå îïòèìàëüíîãî ïðîöåññà (÷òî
íå õàðàêòåðíî). Ïðè íàëè÷èè äîáàâêè (6) îí ïðèìåíèì áåç îãîâîðîê (ñì.
îá ýòîì íèæå).
Ïðèìåíèìîñòü ãëîáàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ðåãëàìåíòèðóåòñÿ â ï. 2.2 òðå-
áîâàíèåì âîãíóòîñòè óíêöèè F (x), ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò íåîòðèöàòåëü-
íîñòü îðìû (Ψ(T ), LΨ(T )). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÊÑ îíî ñìÿã÷àåòñÿ äî
òðåáîâàíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè ïîñëåäíåé è, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåò-
ñÿ. Íàèáîëåå õàðàêòåðíûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè  ìàêñèìóì èëè ìè-
íèìóì âåðîÿòíîñòè P [Ψ(T ), Q] òîãî, ÷òî ê ìîìåíòó T çíà÷åíèÿ íàáëþ-
äàåìûõ âåëè÷èí, èëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ, îêàæóòñÿ â ïðåäåëàõ
çàäàííîãî ìíîæåñòâà Q. Ïóñòü íàáëþäàåìûå  ýíåðãèÿ èëè èìïóëüñ,
èìåþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi è óíêöèè Ψi. Èìååì: P [Ψ(T ), Q] =
=
∑
i |(Ψi,Ψ(T ))|
2
, i : λi ∈ Q. Ýòî  ïîëîæèòåëüíàÿ ÊÔ. Çàäà÷à I[u(t)] =
= −P [Ψ(T ), Q]→ min, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìèçàöèè P , îòâå÷àåò òðå-
áîâàíèÿì ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà. Çàäà÷à P [Ψ(T ), Q] → min íå îòâå÷àåò
èì, íî åé ýêâèâàëåíòíà çàäà÷à I[u(t)] = −P [Ψ(T ), Q′] → min, ãäå Q′ 
äîïîëíåíèå Q äî ÷èñëîâîé îñè. Ïîñëåäíÿÿ îáëàäàåò íåîáõîäèìîé âûïóê-
ëîñòüþ. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî, åñëè íàáëþäàåìûå  êîîðäèíàòû, è
ñîîòâåòñòâåííî P [Ψ(T ), Q] =
∫
Q Ψ
∗(T, x)Ψ(T, x)dΩ.Òàêèì îáðàçîì, è ìàê-
ñèìèçàöèÿ, è ìèíèìèçàöèÿ P [Ψ(T ), Q] ðåàëèçóåìà ýòèì ìåòîäîì ëèáî
íåïîñðåäñòâåííî, ëèáî àëüòåðíàòèâíîé çàìåíîé Q→ Q′.
4.2. Îïåðàöèÿ óëó÷øåíèÿ. Çàïèøåì áàçèñíûå êîíñòðóêöèè ýòèõ
ìåòîäîâ, ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè çàäà÷è. Óëó÷øàþùàÿ óíêöèÿ ϕ(t,Ψ,Ψ∗)
òåïåðü  ëèíåéíûé äåéñòâèòåëüíûé óíêöèîíàë: ϕ = (χ(t),Ψ) +
+ (χ∗(t),Ψ∗) = Re (χ(t),Ψ), ãäå χ(t)  çàäàííàÿ âåêòîð-óíêöèÿ, [0, T ]→
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→ H , êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå åé â ñèëó (13):
G(Ψ,Ψ∗) = −(Ψ, LΨ) + (χ(T ),Ψ) + (χ∗(T ),Ψ∗)
R(t,Ψ,Ψ∗, u) = K0(t,Ψ,Ψ∗) +K1(t,Ψ,Ψ∗)u− βu2 + (χ˙,Ψ) + (χ˙∗,Ψ∗),
Kj(t,Ψ,Ψ∗) = i/h¯ [(χ∗(t), HjΨ∗)− (χ(t), HjΨ)] , j = 0, 1.
Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èòåðàöèé:
a) χ˙(t)−(i/h¯)u0(t)H
∧χ(t) = 0; b) Ψ˙(t) = −(i/h¯)u˜(t,Ψ,Ψ∗)H∧Ψ(t), (26)
β = 0 : u˜(t,Ψ,Ψ∗) =


a, K1 < 0
b, K1 > 0
using, K
1 = 0
;
β > 0 : u˜(t,Ψ,Ψ∗) =


a, u′ < a
u′, a < u′ < b
a, u′ > b
,
(27)
using = u0(t)− [((H
1H0 −H0H1)χ(t),Ψ)]+
+ [((H1H0 −H0H1)χ∗,Ψ∗)] / [((K1)2χ,Ψ) + ((K1)2χ,Ψ)] ;
u′ = −K1/2β; Ru(t,Ψ,Ψ
∗, u) = K1(t,Ψ,Ψ∗)− 2βu.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.ï. 2.3, 2.4, îïåðàöèÿ ãëîáàëüíîãî óëó÷øåíèÿ áóäåò
ñëåäóþùåé. 0. Èíèöèàëèçàöèÿ, ïðÿìàÿ ïðîãîíêà. Âûáèðàåòñÿ óíêöèÿ
u = u(0)(t) è èíòåãðèðóåòñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2) äëÿ Ψ  íà÷àëü-
íûì çíà÷åíèåì ξ(x), ïîëó÷àåòñÿ òðàåêòîðèÿ Ψ0(t) è ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå óíêöèîíàëà I(0).
1. Îáðàòíàÿ ïðîãîíêà. åøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè (26) a), χ(T )=−LΨ0(T ),
è íàõîäèòñÿ χ0(t).
2. Ïðÿìàÿ ïðîãîíêà. åøàåì çàäà÷ó Êîøè (26), Ψ(0, x) = ξ(x), χ(0) =
= χ0(0), âîñïðîèçâîäÿ χ0(t) è îïðåäåëÿÿ íîâóþ òðàåêòîðèþ Ψ(t), óïðàâ-
ëåíèå u(t) = u˜(t,Ψ(t)) ñîãëàñíî (27), è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå óíê-
öèîíàëà I èëè J .
Ïðèìåíåíèå îïåðàöèè ãðàäèåíòíîãî óëó÷øåíèÿ ê çàäà÷å (6) âîñïðî-
èçâîäèò õîðîøî èçâåñòíûå ñõåìû. Ìåòîäû ãàðàíòèðóþò òîëüêî íàõîæ-
äåíèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ïîíòðÿãèíñêàÿ ýêñòðåìàëü).
4.3. Ýíåðãèÿ ïîëÿ êàê ðåãëàìåíòèðóþùèé àêòîð óïðàâëå-
íèÿ. Ôóíêöèîíàë Iβ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàñõîä ýíåðãèè íà óïðàâëå-
íèå, à ìèíèìèçàöèÿ ñóììû J  ýòî êîìïðîìèññ ìåæäó êà÷åñòâîì äîñòè-
æåíèÿ ãëàâíîé öåëè (4) è ýêîíîìèåé ýíåðãèè. Íî ñîäåðæàíèå ýòîãî êîì-
ïðîìèññà òðåáóåò ïðîÿñíåíèÿ. Åñëè ýíåðãèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ åñòü
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ðåãëàìåíòèðóþùèé àêòîð óïðàâëåíèÿ, òî åãî ñëåäóåò ââåñòè â ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è â âèäå îãðàíè÷åíèÿ:
dz/dt = u2(t); z(0) = 0; z(T ) ≤ a, (28)
ãäå a  ïðåäåëüíîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Ýòîìó îãðàíè÷åíèþ
îòâå÷àåò ñîïðÿæåííàÿ óíêöèÿ: β(t) = const; β = 0, z(T ) < a; β > 0,
z(T ) = a.
åøàåòñÿ çàäà÷à óëó÷øåíèÿ ïðè β = 0 è ïðîâåðÿåòñÿ (28). Åñëè
z(T ) ≤ a, òî îãðàíè÷åíèå (28) íåñóùåñòâåííî; åñëè z(T ) > 0, òî ðåøàåòñÿ
ñåìåéñòâî çàäà÷ óëó÷øåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì β > 0, êîòîðûé ïîäáèðàåòñÿ
òàê, ÷òî z(T ) = a. Êàê âèäèì, ðåäóêöèÿ I → J(β) íå òîæäåñòâåííà ó÷åòó
îãðàíè÷åííîñòè ýíåðãèè.
4.4. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ãëîáàëüíîãî è ãðàäèåíòíîãî ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ. ðÌ èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, óëó÷øåíèå
òðåáóåò ñåìåéñòâà ïðîãîíîê ñ íàñòðîå÷íûì ïàðàìåòðîì ε è ãàðàíòèðóåò-
ñÿ òîëüêî ïðè ìàëûõ åãî çíà÷åíèÿõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèìîñòü ïðîèñ-
õîäèò ìåäëåííî. ëÌ íå ñîäåðæèò íàñòðîå÷íûõ êîýèöèåíòîâ è ðåàëè-
çóåòñÿ åäèíñòâåííîé ïàðîé ïðîãîíîê: îáðàòíîé è ïðÿìîé. ðÌ íå ñîäåð-
æèò äîñòàòî÷íûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ óëó÷øåíèÿ è ãåíåðèðîâàíèÿ îñîáîãî
ðåæèìà, ò. å.  îïòèìèçàöèè ÊÑ ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà (4): îïòèìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç êóñêîâ u = a, u = b è îñîáîãî ðåæèìà K1(t) ≡ 0,
äëÿ êîòîðîãî ãðàäèåíò è, ñîîòâåòñòâåííî, óëó÷øàþùèé ñäâèã óïðàâëå-
íèÿ δu íå îïðåäåëåí, à óïðàâëåíèå using(t) íå ñëåäóåò èç ëîãèêè ìåòîäà è,
âîîáùå, íå äîïóñêàåòñÿ åãî óñëîâèÿìè (ìàëîñòü δu). Ïîýòîìó ïðè ïîëü-
çîâàíèè ðÌ îáû÷íî ê óíêöèîíàëó (4) äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå (26). Îíî
ðåãóëÿðèçóåò ðÌ, íî âíîñèò íåÿñíîñòü â èçè÷åñêèé ñìûñë êðèòåðèÿ
(ñì. âûøå) è îáóñëîâëèâàåò íåäîèñïîëüçîâàíèå ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ äëÿ
ãëàâíîé öåëè (4): óõóäøàåòñÿ è ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óëó÷øå-
íèé ñðàâíèòåëüíî ñ ëÌ, è êà÷åñòâî êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà. ëÌ íå èìååò
ýòèõ îñëîæíåíèé è ïðèìåíÿåòñÿ ëèáî íàïðÿìóþ ê èñõîäíîé çàäà÷å (4),
ëèáî ê ðåäóöèðîâàííîé, õîòÿ è â íåì íå âñå îáñòîÿëî áëàãîïîëó÷íî ñ îñî-
áûì ðåæèìîì. Òåîðåòè÷åñêè ñèíãóëÿðíàÿ äóãà óëó÷øåííîé òðàåêòîðèè
K(t) = 0 àâòîìàòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ ëÌ êàê ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Ïî-
ýòîìó â [2℄ ïðåäëàãàëîñü íå âûäåëÿòü åå ñïåöèàëüíî. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ
òàêîãî ïîäõîäà îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâåííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè
òðóäíîñòÿìè. åãóëÿðíîå óïðàâëåíèå using(t), ïîëó÷åííîå çäåñü, ñíèìàåò
ýòè òðóäíîñòè.
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ðÌ ïðèìåíÿëñÿ ê ÊÑ åùå äî ïîÿâëåíèÿ ëÌ, ëó÷øå îñâîåí èçè-
êàìè, è áîëüøèíñòâî çàäà÷ ðåøàåòñÿ èì. Ïðèìåíåíèå ëÌ ê ïðîáëåìàì
óïðàâëåíèÿ ÊÑ áûëî ïðåäëîæåíî â [9℄, è ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè åãî ìîæ-
íî ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî âíåäðåííûì. Åãî ïðåèìóùåñòâà íàøëè ïîäòâåð-
æäåíèå â èññëåäîâàíèÿõ óïðàâëåíèÿ êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì ìîëåêóë è
çàäà÷ èçè÷åñêîé õèìèè, ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà, çàäà÷ êâàíòîâîé îïòè-
êè, è äðóãèõ àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé, îïóáëèêîâàííûõ â [10℄  [15℄ è
äðóãèõ ðàáîòàõ. Ñëåäóåò âûäåëèòü [13℄, ãäå ýòèì ìåòîäîì â ìîäèèêà-
öèè [8℄ îïòèìèçèðóåòñÿ íåëèíåéíàÿ ÊÑ, âûïàäàþùàÿ çà ðàìêè óðàâíå-
íèé (2) (áîçîííûé êîíäåíñàò). Èíòåðåñíûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç áûë
ñäåëàí â [10, 11℄. Ïîêàçàíî, ÷òî ëÌ ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò íåîáõîäèìîå
êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé, åñëè ïîèñê íà÷èíàåòñÿ äàëåêî îò ýêñòðåìóìà.
×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà íåñêîëüêèõ ÊÑ ñ êðèòåðèåì (6) õîðîøî ýòî
äåìîíñòðèðóþò. Ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò î÷åíü áûñòðî â ñàìîì íà÷àëå
ïîèñêà.
Àâòîð áëàãîäàðèò À.Â. Áóëàòîâà è À.Â. îðøêîâà çà êîíñóëüòàöèè
è îáñóæäåíèå ðàáîòû. Àááðåâèàòóðû: ÊÌ  êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà; ÂÔ 
âîëíîâàÿ óíêöèÿ; ÊÑ  êâàíòîâàÿ ñèñòåìà; (ëÌ)  ãëîáàëüíûé ìåòîä;
(ðÌ)  ãðàäèåíòíûé ìåòîä.
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